FO/UIIHUK HA COPUNCKNA YHUBEPCUTET OB, KIMMEHT OXPUIACKU«

PAKYJITET IO MATEMATHUKA M UHPOPMATUEKA
Kuura 2 — Mexanuka
Tom 87, 1993

ANNUAIRE DE L'UNIVERSITE DE SOFIA »oT. KLIMENT OHRIDSKI®

FACULTE DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE
Livre 2 — Mécanique
Tome 87, 1993

MOUVEMENT AVEC FROTTEMENT ID’UNE SPHERE
HOMOGENE DANS UN CYLINDRE HORIZONTAL

SONIA DENEVA

Cong Hencaa. KAUEHWE IHAPA 11O TOPU3OHTAJIBHOMY LHMNMWHIPY

B I)d,60 Te paccMarpupacTcs 3@}.1(1.‘4& O ABVIyKCHWMY OJMHODONHOTO HIapa o IOpMJOﬁ TaJb~
HOMY HEHOABMMWHOMY IHHMAMHADPDY oA ,SIGMCTBHEM CHUIIN TPpEHNA,

Sonia Deneve. MOVEMENT OF A ROLLING SPHERE ON A HORIZONTAL CYLINDER

Some aspects of the classical problem about rolling sphere on a homogeneous horizontal
cylinder are considered in this paper.

Le mouvement d’une sphére dans un cylindre horizontal immobile est un prob-
leme classique que nous considerons ayant vu la force du frottement entre deux
corps selon la loi de Coulon. Pour simplification du probléme nous supposons que
la force du frottement est située dans un plan perpendiculaire de I’axe du cylindre.

Par ailleurs nous montrons comment calculer la chaleur qui se sépare par suite
du frottement ayant vu que le travail et la puissance de la force du frottement sont
equvalents a I’énérgie thermique.

Le cylindre est circulaire de rayon R; la sphére de centre (', de masse m et de
rayon r se roule sur la part inférieur du cylindre. La section verticale du cylindre
et de la sphére est representée au dess. 1; ici P est le point de contacte de deux
corps. Nous introduisons ’angle § = (Oz, OP) qui determine la position du point
P. Le vecteur unique n qui est normal & deux surfaces s’exprime par la formule

(1) | n=sinfi+cosfk,
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ou t, 7, k sont orts de systéeme Ozyz (axe Oy détermine la direction de I'axe du
cylindre). Le vecteur unique ¢ qui est tangentiel a la section normal du cylindre
s’exprime par la formule

(2) { = —cosfli+4sinfk.

Evidement ¢ est a sens du mouvement du point . La vitesse du glissement de P
s’exprime par la formule

(3) vp = v{~cosf1+sindk),

olt v est la grandeur de la vitesse.
Selon la lo1 de Coulon la force du {rottement est

(1) T = fR,(cosfi—sinbdk),
ou [ est coefficient du frottement et 12, - la pression normale du cylindre sur la
sphere.

Puisque le plan équatorial de la sphere reste toujours sur le plan vertical Oxz
la vitesse de rotation de la sphere est

(5) w=wj, w>0

parce que la sphére décendant se tourne en sens inverse des aiguilles d’une montre.
La sphére est un solide, c’est-a-dire nous avons la relation cinématique

(6) vp = ve +w x CP.
Ayant vu (1), (3) et (5) la relation (6) se réduit a I’équation
(7) v=—80—rw ot 6=R-r

La formule (7) donne la vitesse du glissement du point P ou § < 0; les grandeurs ¢
et w doivent étre détermindes. Le théoréeme de la resultante cinétique et le théoréme
du moment cinétique appliqué au point C se traduisent par les équations

d
(8> : ‘a(?ﬂ’i}c) = myg + Rn + Tr:
2 dw
C mr = ’
(9) st CPxT,
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ou selon (1) on a

(10) Ry = —=Rp(sinfi+cosbk), R, >0,
Ayant vu que |
rec=o6smf, zo=6cosl, yo =0
nous obtenons de (8), (10) et (4)
(11) mé cos 6 — mésinf0? = —Rysinf + fR, cos 6,
—mbsinf0 — mébcos06? = mg — R, cos@ — fR, sin#f,
ou :
méf = —mgsinf + fR,, mé? = R, — myg cosé.
Des formules (11) on obtient

(12) R, = mg cos 8 + mbh?.
Remplagons (12) en (11) et on trouve I’équation
(13) 80 — [60% — [gcosO + gsinf = 0.

On remarquera que si [ a des valeurs petites (13) se réduit a I'équation du pendule.

I1 n’est pas difficile de voir que ’équation (13) exprime le mouvement d’un point
qui se mouvoll sur une circonférence matériclle avec frottement. De 'équation (9)
avant vu (4), (5) et (12) on obtient |
dw Hf
dt — 2r
Derniere équation montre que w(t) est une fonction croissant du temps mais si le
cocflicient du frottement cst tres petit w devient une constante en particulier zéro
(si wg = 0), c’est a dire si le frottement est trés faible nous pouvons avoir (pour la
sphere) seulement glissernent sans roulement.

Retournons a ’équation (13); on a

=15 0)

Posons 62 = u et nous obtenons de (13)

(14)

(g cosfl + 66}2) .

1. d : .
(15) §(5E§--f§u+gsm9-«j{;cos(}::0.
l.a solution générale de I'équation (15) s’exprime par la formule
(16) w=0"=Ce¥? + Xsinf + pcosé,

ou C est une constante d’integration et les constantes A, p sont

_ 6fg (-2
(17) A= sa+4n M TEIEAD

La constante C s’exprime par les conditions imitiables du mouvement.

(18) | C = e 2 (f?é — Asinflg — pcos t%) .
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Ayant vu que 4(t) est une fonction décroissante du temps on obtient de (16)
et (18)

(19) § = —y/em2(6=0) A 4 Asin @ + picos ¥,
ou
(20) A =62 = Asin g — jcos O

et A, u sont données par (17).
Nous donnerons une solution approximative de I'équation (19) supposant que
le coeflicient f est un nombre petit, c’est-a-dire
(21) =0, =0 ectc.
D’autre part nous supposons que angle 0 varie en telles imites que nous pouvons
accepter
6)2

(22) sinff =0, cosfl=1-— 5 2 (0=00) = | L 2f(0 —6y),

. s
¢’est-a-dire nous acceptons par exemple que #y < e

Ayant en vue ces raisons nous obtenons de (17) et (19)

« el -
(23) ,\...Gw»éw, = 5

49 9 ‘
(24) Lo 2 a1 = 2f00) + f(2a +69)0% 07,

dt 5 5
Posons

a

(25) 9:gp+f(3+%->

et remplacons dans (24); on obtient

dp |29 g
(26) E:t"— 5 —\LCI(l*Qng) 5’,{3 .

Nous acceptons que

: 1
2 e
(27) L F<g
qui n’est pas une grande restriction pour f et encore que
-] . 2
(28) 0 > 6-{5'—(]5111 Oy + -—gg— cos fg.

C’est-a-dire nous avons une impulsion initiable. Alors il est évidement que I'expres-

i

.2 .
sion 7‘(} + (1 — 2f0y)a est positive. Posons

(29) b2 =24 ga(l — 2f0,).
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De I'équation (26) nous obtenons

, de -
(30) d—f = --\/éx/w — o

Apres I'integration de (30} et conformat (25) nous recevons

b
(31) | {?_af(fi—}—a +leoe\/'i—63mn\/‘

ot a se détermine par (20) et €1, C sont les constantes suivantes:

‘ A 6 »

(32) a=%~f@+2) = J0 - 2
Ayant en vue (20), (23), (29) nous obtenons

By -y 6 ; \

(03) : C=- 50, <0

Retournons a 'équation (14) d’ou nous déterminons la vitesse de la rotation w(t)
de la sphere ayant en vue (22) et (31); on obtient

k 1 : ¢ 5 ! R
(34) w(l) = wo + §2>f_?_g< <1+ b) + i\/'((f"}' C3) st\ﬁ;i
-(’ Cg\/"‘alﬂ \[

ol wy est la vitesse d( a rotation initiale

De la formule (7) nous determlnc)ns la vitesse du glissement du point de contact
P. » '
Remplacons dans (7), (31) et (34) et nous obtenons

(35) v(t) = Ciy/gésin (1 + Ca\/g6 cos \/%é — TWo
—%f.-( <1+ ~b ) [+ = \/ 5 (C5 - Cf)sinﬁ\/ggt%«%cl(?g\/ﬁsinz \/%a)

Posons ¢t = 0 dans (35) et selon (33) on obtient
(36) vy = —~6§0 — TWwp

qui coordonne avec formule (7).
Puisque vo # 0 pour avoir un mouvement frottement de glissement 1l faut

de (36)

(37) wo < 61501,
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c’est-a-dire wy est une grandeur bornée.

La formule (35) est valide aux valeurs suivantes de t, 0 < ¢ < {;, o

(38) é] :JT (/]ﬁ"‘”’?ud()
E 9 V810

Au moment {; la vitesse v devient zéro, c’est-a-dire v(f,) = 0. Aprés linstant ¢,
la vitesse du point de contacte P reste toujours zeéro, ¢’est-a-dire nous avons un
mouvement nonholonome de la sphere dans le eylindre.

Remplagons ¢ dans la formule (31) et nous obtenons

. ad . (S[f?ol “+ Wy . 0o + rwg
39 = — ('} €08 —rimme o ([ §ITY e
(39) 0 f( p > 1 COS 005 28in i

Si le coeflicient f est trés petit ¢y > 0 et la formule (39) montre que 6, < 0, c’est-
a-dire selon le dess. 1 la sphere a passé le plus bas point du cylindre & gauche de
’axe Oz. Apres le point 0, la sphere se retourne sans glissement sur le cylindre.

A la fin nous calculerons le travail de la force du frottement 7" qui se transforme
en chaleur, ¢’est-a-dire en ¢nérgie thermique. Ayant en vue (3) et (4) nous obtenons
pour le travail ¢lémentaire de T

(40) dA = —fR,vdl,

ou R, est la pression norinale et v est la vitesse du glissement de la sphére. Le
signe moins montre que le travail de T" est négatif parcequ’il est dirigé au contraire
du mouvement. Remplacons (12) et (35) dans (40) et en conformant (21), (22),
(31) nous obtenons |

(41) dA = ~jqu:‘<( v/ g6 s \[é—%-(g 6(()%\/;£mrw()
1
+ Chi\/gb (Cg <;m icos H— Cz Cg é-Cf) cos® \/gi
| R =
— TWo (C"l QC‘ > \[i + CI é (Cl - /2 \/‘
) vZ ;_) 1
+ Co/Jgb | CY sm tcos ~rwg 1—5
+ 3C2Cy4/gé sin? 94 cos |4 +3C.C3\/gbsin Iy cos? |24
S RVITIALS § VAT ;
. - g g
— 3rwoCCysin \/;é cos \/;;-f>
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Apres I'intégration de (41) nous obtenons pour le travail de 7":

| 1 .
(42) A(t) = —fmges((jl +CiC3 + ;é-Cf rc;*o <1+ ii >

. 1 . '
+ (C,g + 5 — ;—C’ng) siny /24 (Cl + C} - wC 2 cos /;t
2 5 Ve
h‘wg (C¥ ~ C%)sin | 2 74 3o CyCysin?y [J¢
Tgggs T N BN T §

— (3C7Cy — C3) sin® \/; % (3CC% — C7) cos® \/§{>

Quand wy = 0 on obtient de (42)
(43) A(t)y= — fmé ((31 +C\Cs+ = Cl ( o+ Ch — -—(“"363) sin \/gz‘
- ((Jl +C} - —(’ C’2 cos \/‘ — (3CICy — C3) sin® \/gt
2(3()](/)_(/1 (O"\ J)

Les constantes b, Cy, Cy sc donnent par (29), (32), (33). Tout le travail de la force
du frottement se détermine par (42) et (43) pour t = ¢ ol ¢ se donne de la formule
(38).

Nous donnerons un exemple numérique. Prenons K = 100 ten, r = 10 ten,

5 = 90 ten, fo :g:o;zgz)) bo=55"", F = 0,1, wo = 0.

w]r—d

Des formules (23), (20) nous obtenons
A=654s", p=218s"? a=502s"%
S1la sphére est construite de fer nous avons
mg = 32,67 kg}‘ fmgéd = 294,03 kg ten.
Remplacons les données numériques dans la formule (43) et nous obtenons
|A| = 14772 kg ten. |

(Uest le travail que la sphére a achevée avec la force du frottement pendant leur
mouvement. Ce travail se transforme en chaleur par la formule

(44) | Q = I4,

ou [ est I’équivalent thermique du travail.
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